Acta Mathematica Nitriensia
Vol. 10, No. 1, p. 18 -30

Miktriensia ISSN 2453-6083

Scaffolding ako didakticky prostriedok v riesSitel'skom procese
matematickych uloh

Scaffolding as a Didactic Tool in the Problem-Solving Process of
Mathematical Problems

Lucia Csachova? — Annamaria SimsikovaP

?*Department of Mathematics, Faculty of Education, Catholic University in RuZomberok,
Hrabovskad 1, 034 01, RuZomberok, Slovakia
bDepartment of Elementary and Primary Education, Faculty of Education, Catholic University
in RuZomberok, Hrabovskd 1, 034 01, RuZzomberok, Slovakia

Received November 24, 2025; received in revised form December 30, 2025; accepted
January 18, 2026

Abstract

The article examines the use of scaffolding as a supportive tool in the process of solving (not only) mathematical
problems. It presents selected didactic applications that illustrate how purposefully formulated questions and
procedures can differentiate the level of support provided to students and foster their understanding. The
empirical part is based on the analysis of a word problem from the external part of the mathematics graduation
examination, demonstrating the potential of scaffolding to intervene at individual phases of the problem-solving
process — from understanding the problem to reflection, verification, and searching for alternative solving
approaches (looking back). The findings suggest that the thoughtful integration of scaffolding, including its lateral
forms, can enhance students' problem-solving competencies, support their metacognitive processes, and foster
conditions for adaptive and productive mathematical learning.
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Uvod

Vysledky medzindrodného testovania PISA 2018 a PISA 2022 poukazuji na pretrvavajuci
nedostatoény vykon slovenskych patnastrocnych Ziakov v matematike v porovnani
s priemernymi vysledkami OECD. (NIVAM 2019, 2023) Tieto zistenia naznacuju potrebu
podpory pri rozvoji matematickych schopnosti, ktoré su nielen testované v medzinarodnych
a narodnych meraniach, ale su dolezité vo vSeobecnosti vo vzdeldvani. Suéasne prebiehajuica
reforma vzdeldvania na Slovensku vyrazne meni kontext vyucovania matematiky nielen na
zakladnych skolach, ale i strednych Skolach a ministerstvo Skolstva planuje zavedenie povinne;j
maturity z matematiky so systémom dvoch Urovni. Zavedenie povinnej maturity zvysuje tlak
na to, aby skoly systematicky rozvijali najma schopnost riesit matematické ulohy.
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Cielom tohto ¢lanku je preskimat tUlohu scaffoldingu v procese rieSenia matematickych uloh
v Skolskej matematike a zaroven zasadit tuto pedagogicku stratégiu do kontextu
matematického vzdeldvania a aktualnych poziadaviek zo strany medzinarodnych i narodnych
institucii. Scaffolding, koncipovany ako stibor docasnych podpornych zasahov ucitela alebo
kompetentnejSieho rovesnika, ktory umozriuje Ziakovi prekrocit jeho aktudlne samostatné
moznosti a dosiahnut vyssSiu Uroven rieSenia problémov, méze byt vhodnym néstrojom pre
rozvoj zloZitejSich kognitivnych zru¢nosti vratane matematického modelovania a
aplikovaného riesenia uloh (Vygotsky, 1978; Wood, Bruner and Ross, 1976).

V ¢lanku predstavime problematiku scaffoldingu a jeho didaktické realizacie, typy
scaffoldingu, potom predstavime jeho mozné vyuzitie v rieSitelskom procese, a navrhneme,
ako by postupy scaffoldingu mohli byt integrované do riesitelského procesu tak, aby viedli
k vysSej uspesnosti.

Scaffolding

Pod scaffoldingom sa chape proces, ,ktory umozZriuje dietatu alebo zaciatocnikovi vyriesit
problém, vykonat ulohu alebo dosiahnut ciel, ktory by bez pomoci nebol schopny zvlddnut.
Tdto podpora spociva v tom, Ze dospely kontroluje prvky ulohy, ktoré su spociatku nad
schopnosti uciaceho sa, a tym mu umoZruje sustredit sa a dokoncit iba tie ¢asti, ktoré zvlddne“
(Wood, Bruner and Ross, 1976, s. 90).

Hlavnym cielom tejto podpornej Struktury je ,postupné vedenie Ziakov — ucitelia poskytuju
cielenu podporu, ktord sa postupne zniZuje, ¢im Ziaci ziskavaju vacsiu samostatnost” (Salam et
al., 2024). Znizovanie priamej podpory umoznuje Ziakom prebrat zodpovednost za svoje
rieSenia. ,Dobre vykonany scaffolding zacina tym, Ze dieta je vedené k Cinnostiam, ktoré mu
umoZnia dosiahnut rozpoznatelné riesenia. Ked' sa toto podari, tutor méZe interpretovat
rozdiely medzi spravnymi a nespravnymi rieSeniami dietata” (Wood, Bruner and Ross, 1976, s.
98).

Vzhladom na osobitosti riesitela sa zmieriujeme o limitoch schopnosti riesit tlohu samostatne.
Opierame sa o sociologicky podmieneny vyvoj, ktory reprezentuje tedria zony proximdlneho
vyvoja (Zone of Proximal Development, dalej ZPD) od L. Vygotského, zdOraziujuci socialnu
interakciu, ako kluéovu ulohu interpersonalneho prenosu informdacie pri uceni. Definuje
priestor, kde sa ucenie odohrdva, teda medzi tym, ¢o dieta dokdze samostatne, a tym, ¢o
dokaze s pomocou kompetentnej osoby. Termin ,,proximalny” sa v tomto pripade vztahuje na
zruénosti, ktorymi je Ziak ,blizko” k zvladnutiu (McLeod, 2025). Predstavuje , vzdialenost medzi
skuto¢nou vyvojovou uroviiou urcenou nezdvislym riesenim problémov a drovriou
potencidlneho rozvoja urcenou rieSenim problémov pod vedenim dospelych alebo v spoluprdci
so schopnejsimi rovesnikmi“ (Vygotsky, 1978, s. 86).

Schopnost operovat s matematickymi stratégiami zavisi od kognitivnej zrelosti Ziaka. Pri
zohladneni kognitivnych determinantov sa opierame o tedriu kognitivneho vyvoja J. Piageta
(Piaget & Inhelder, 1997), ktory sa primdrne zameriava na individualny kognitivny vyvin a
biologicku zrelost, predstavuje diskrétne, vekovo ohraniéené stadia kognitivneho vyvoja —
vyberame stadium konkrétnych operacii (7-11 rokov) a Stadium formalnych operacii (od 12
rokov).

Dalej sa opierame o tedriu kognitivnej reprezentacie poznania od J. Brunera, podla ktorej vyvin
predstavuje kontinudlny proces. Bruner (1973; Wood, Bruner and Ross, 1976) uvadzal, Ze
osvojovanie zru¢nosti u dietata mozno produktivne chapat ako hierarchicky proces. V riom sa
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jednotlivé zruénosti kombinuju do ,vysSich zruénosti, a to prostrednictvom vhodného
usporiadania, aby spifiali nové a zloZitejsie poZiadavky na ulohy. Bruner rozvinul tedriu
reprezentdcie poznania, v ktorej identifikoval tri zdkladné spbsoby, ako ludia koduju a
organizuju informdcie pri uchopeni poznania sveta okolo seba. Jedna sa o procesy: enaktivnu
reprezentaciu (ucenie ¢innostou), ikonicku reprezentéciu (ucenie prostrednictvom obrazov) a
symbolickl reprezentaciu (ucenie pomocou jazyka a symbolov). Tieto procesy sa menia a
vyvijaju v priebehu casu avziajomne sa prelinaju. Jednotlivé matematické stratégie
v riesitelskom procese je moiné demonstrovat na Udrovni enaktivnej alebo ikonickej
reprezentdcie. Vychodisko scaffoldingu pre ucitela spociva v identifikacii kognitivnych a
exekutivnych funkcii dietata: Co uZ dieta zviddne? V ¢om je obmedzenie?

ZPD predstavuje zakladny teoreticky ramec pre Brunerov scaffolding (Wheeler, 2022),
a sucasne sa ZPD stala synonymom scaffoldingu. Bruner myslienku Vygotského rozpracoval do
praktickej stratégie vyucby, kde rieSil, ako podporu realizovat. Obhajoval myslienku
dynamického procesu, kde podpora kompetentnou osobou koreluje so samostatnostou
dietata, ateda sa jedna o docasnu podporu, ktord sa postupne odstrariuje vzhfadom na
potreby dietata.

McLeod (2025) uvadza tri typy uloh podla troch odlisSnych zén alebo oblasti uéenia sa
urcujucich schopnost Ziaka zvladnut Ulohu, teda ju vyriesit:

1. skutoénd uroveri vyvoja (komfortnd zéna) — Ulohy, ktoré Ziak vykondva samostatne
bez akéhokolvek vedenia podpornej kompetentnej osoby.

2. z6na proximdlneho rozvoja (ZPD) (zéna ucenia) — Ulohy, ktoré ziak nedokaze vyriesit
samostatne, ale moZe ich zvladnut s vedenim a podporou kompetentnej osoby. Ziak
pozna casti Ulohy, ma urcité predpoklady na rieSenie ale ich nedokaze sam spravne
spojit do celku. Je to priestor na naucenie novej zru¢nosti.

3. za hranicami ZPD (zéna frustrdcie) — Ulohy, ktoré Ziak nedokaZe vyriesit a to dokonca
ani s pomocou kompetentnej osoby. Tieto Ulohy su prilis zloZité, ¢i abstraktné pre
kognitivne schopnosti Ziaka, ktorymi disponuje, ¢o vedie Ziaka k frustracii
a demotivacii. S rastom ZPD, sa niektoré z tychto uloh presunu do ZPD.

Scaffolding a rovesnicka medidcia pri matematickych stratégiach funguju efektivne do Urovne,
kedy je mozné externalizovat sucasti matematickej stratégie a zvizualizovanym spésobom ich
sprostredkovat, modelovat, a tak su Ziaci nasledne schopni procesy napodobriovat a osvojit si
ich v rdamci ucenia. Cielom $tudie je poukazat prave na opodstatnenie scaffoldinngu v ramci
rieSenia uloh, kde konkrétnou technikou — externalizaciou sucasti matematickej ilohy, mozno
napomdct k prechodu zo zény frustracie do zény ucenia.

Lateralny scaffolding je Specificka forma scaffoldingu zamerana na podporu Ziakov pri rieSeni
problémov (nielen matematickych) prostrednictvom paralelnych, alebo doplnkovych
informacii. Na rozdiel od tradicného scaffoldingu, ktory postupne vedie Ziakov k
samostatnosti, lateralny scaffolding poskytuje alternativne cesty na pochopenie konceptov a
rieSenie uloh (Srinivas & Gireesh, 2025). Ku klt¢ovym prvkom tohto typu autori zaraduju:

e viacero riesitelskych stratégii — Ziaci dostavaju r6zne pristupy k rieSeniu uloh, ¢o im
umozfiuje vybrat si tu rieSitelski metddu ¢i stratégiu, ktora im najviac vyhovuje,

e podpora kritického myslenia — Ziaci su vedeni k porovnavaniu réznych rieseni, ¢im
sa zlepsSuje ich schopnost analyzovat a hodnotit informacie,
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e flexibilné u¢enie — umoZzniuje prispésobenie vyucby individudlnym potrebam Ziakov,
¢im sa zvysSuje ich angaZovanost,

e zniZenie kognitivnej zataZe — poskytovanie doplnkovych informacii pomaha Ziakom
lepsie pochopit koncepty bez toho, aby boli zahlteni prilis velkym mnoZstvom
novych informadcii.

Medzi metddy lateralneho scaffoldingu Srinivas & Gireesh (2025) zaraduju:

e vizudlny scaffolding — vyuZivanie diagramov, grafov aréznych vizualnych
reprezentdcii na podporu pochopenia matematickych konceptov,

o sekvencny scaffolding — postupné vedenie Ziakov rieSenim ulohy pomocou
krokovych instrukcii,

e interaktivny scaffolding — zapojenie Ziakov do diskusii a timovej prace pri rieSeni
matematickych uloh,

o reflexivny scaffolding — podpora Studentov pri hodnoteni vlastného rieSenia a
hladani alternativnych pristupov k rieseniu.

Pri tradicnom scaffoldingu ucitel poskytuje postupni pomoc a postupne ju redukuje, aby Ziak
dosiahol samostatnost. Tento pristup funguje dobre pri novych konceptoch, kedy Ziak
potrebuje systematické vedenie a postupné kroky, aby si osvojil zakladné principy. Lateralny
scaffolding je viac flexibilny, vhodny v pripade, Ze Ziak disponuje zakladmi a potrebuje rozvijat
analytické myslenie. Tento typ umozZnuje vyuZivat alternativne cesty pre rieSenie uloh,
pomaha Ziakom experimentovat s roznymi riesitelskymi stratégiami a podporuje kreativne
myslenie, ¢o je uzito¢né pri zlozitejsSich ulohach. Podla Srinivas & Gireesh (2025) vysokoskolski
Studenti wvyuZivajuci laterdlne scaffoldovanie dosahovali vysSiu presnost pri rieseni
matematickych uloh.

Lateralny scaffolding umozfiuje ucitefovi poskytnut viacero rieditelskych stratégii. Ziaci tak
dostdvaju roézne pristupy k rieseniu problému, ¢o im umoznuje vybrat si vyhovujlci pristup.
(,Vyhovujuci” pritom moéze znamenat rychly ¢i efektivny z pohladu c¢asu alebo schopnosti
Ziaka a moZe to byt velmi subjektivne.) Zaroven dochadza k podpore kritického myslenia, kedy
su Ziaci vedeni k porovnavaniu réznych rieseni, ¢im sa zlepsuje ich schopnost analyzovat a
hodnotit informacie.

Na prinos scaffoldovania v ramci matematického vzdelavania poukazuje viacero studii.
Scaffolding predstavuje u¢innd metddu matematického ucenia (Amiripour et al., 2012), ale i
uzitoény koncept matematického vzdeldvania (Bakker et al., 2015). MdZe podporit lepsie
vysledky v matematike (Murdiyani, 2013; Kusmaryono et al., 2020), znizit Gzkost z matematiky
(Kusmaryono et al., 2020), zlepsit porozumenie u studentov so slabymi vysledkami v uceni sa
matematiky (Merliza et al., 2016), ¢i zlepsit kritické myslenie pri uceni sa matematiky
(Nugroho, 2017). Je potrebny na prekonanie algebraickych chyb sStudentov na zdaklade
kognitivheho konfliktu (Maharani and Subanji, 2018), moze podporit studentov so sSpecialnymi
potrebami na zaklade ich Urovne chyb (Jannah et al., 2019), riesit rézne typy koncepénych
konstrukénych chyb pri rieSeni matematickych problémov (Isnania et al., 2021). Je vhodny pri
algebraickych operacidch (Rachmawati et al., 2023; Nurfadila et al., 2024), ale i pri rieSeni tloh
s Ciselnymi vzormi, pri ktorych sa zapajaju dualne procesy myslenia (Firnanda, & Susiswo,
2024). Scaffolding ma potencial vyuzitia v modeli vyucby zalozenom na rieseni problémov
(PBL) (Zumbach, Reimann, 2003; Salam et al., 2024). Implicitne atributy scaffoldingu
implementované vo vyucbe predstavuju benefity.



22

Acta Mathematica Nitriensia, Vol.10, 1. p. 18-30

Potencialnymi ulohami ucitela v scaffoldingu je zabezpecenie procesualnych prvkov:

a)

b)

d)

e)

f)

g)
h)

identifikacia zony proximdlneho vyvoja (ZPD) Ziaka — ucitel zistuje Uroven ZPD.
Overuje tak, ¢i Ziak rozumie zadaniu — potrebnym matematickym pojmom, ovlada
zakladné matematické operdacie, teda pozna jednoduché sucasti ulohy. Faza
zabezpeduje, Ze Ziaci su schopni zacat riesit Ulohu.

predstavenie novej tlohy na bode zény proximdlneho rozvoja,
rozdelenie ulohy na menSie pre Ziaka zvlddnutelné kroky,
podporovanie diskusie a zdielanie,

usmernenie formou usmerriujucich otdzok, ktoré viedu k hlbSiemu premyslaniu
(Rachmawati et al., 2023; Zeng, 2024) a podporuju kritické myslenie (Zeng, 2024),

vyuZitie diferencidcie Ziakov a rovesnickeho vplyvu — ucitel podporuje spolupracu
a diskusiu medzi Ziakmi, aby doslo k vzajomnej vymene ndpadov a uceniu sa (Zeng,
2024). Umoziuje Ziakom, aby si porovnali svoje rieSenia a diskutovali oich
efektivnosti.

vytvdranie prileZitosti na precvicovanie,

prenos zodpovednosti na Ziaka, aby presiel k samostatnému rieseniu ulohy.

Vzhladom na Uroven zodpovednosti, aplikuje ucitel poskytovanie do¢asnej podpory (guiding):

1.

2.

3.

sprievodnd fdza (guided) (Buttuler, 2025) je charakteristickd metodicky riadenou
formou pomoci zameranou na prekonanie bloku, ktory je nad ramec schopnosti
formou ukazky, ,,navodnych” otazok, pripomienok, tipov ¢i pomébcok. Zabezpedi sa
tak priestor pre zistenie chyby v priebehu jednotlivych krokov demonstrovania
postupu a nie az po vysvetleni postupu, kedy uz Ziak nevnima sucasti od miesta,
kde uz nechapal.

postupné dozrievanie a stahovanie, odstranovanie podpornych prvkov v Case
(fading) (Lajoie, 2005; Buttuler, 2025). Ak Ziak zacina chapat vnutorna logiku ci
postup, uditel znizuje formu pomoci. Nastava prechod od kontroly a priamej
pomoci cez pripomienkovanie az k samostatnosti. UCitel zasahuje vcas (napr.
drobnou ndpovedou), aby Student nezisiel z ,,guidepath” (Lajoie, 2005).

z0na samostatného vykonu (fade out), v ktorej Ziak samostatne aplikuje nauc¢ené
kroky a bez pomoci dokaze pouZit postup. Pri novej tlohe presne vie, ¢o a preco
ma robit.

Na zaklade urovne zodpovednosti Ziaka ucitel predstavuje alebo poskytuje podla potreby:

1. Aplikacia stratégii — ucitel' moze:

predstavit riesitelsku stratégiu vhodnu pre riesenie,

vytvarat vhodné prostredie a podmienky, ktoré Ziakom umoziuju experimentovat
s réznymi riesitel'skymi pristupmi a objavovat tak nové riesenia. Okrem beZnych
rieSitelskych schopnosti tym podporuje aj rozvoj kreativneho rieSenia uloh (Zeng,
2024),

povzbudit Ziaka, aby skusal rézne pristupy k rieSeniu ulohy. Rozvija to aktivne
ucenie sa (Zeng, 2024) i kritické myslenie (Salam et al., 2024; Srinivas & Gireesh,
2025),
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e usmernit Ziakov pri vybere spravnych stratégii tak, aby sami rozpoznali, ktory
rieSitelsky pristup je najvhodnejsi pre konkrétny typ problému (Zeng, 2024).

Praca s chybou — ucitel umoznuje Ziakovi zlyhat (Nance, 2024), akceptuje chyby ako sucast
ucenia sa, nehodnoti okamzite a pomadha pri identifikacii chyby. Ak Ziak nedokaZze chybu
identifikovat, ucitel poskytuje pozitivnhu spatnu vazbu aj s vysvetlenim a poukazanim na
spravne kroky. Ndsledne podnieti Ziaka alebo skupinu k diskusii o oprave. Vyuzije pritom silu
socialnej skupiny, Ziaci so spravnym rieSenim predstavuju svoje postupy, kym Ziak zistuje, v
ktorom kroku sa odlisuje od postupu rovesnika.
Dohlad a spatna vazba, kontrola — ucitel dohliada nad dodrziavanim planu, usmernuje Ziakov
a poskytuje priebeznu a konstruktivnu spatnu vazbu.
Prostriedky — ucitel poskytuje rozne prostriedky napr. diagramy, grafy ¢i rozne vizualne
reprezentdacie na pochopenie ¢i zaznamenavanie dosiahnutych vysledkov (Martin et al., 2018).

Pouzitie scaffoldingu pri rieSeni tulohy

Nasim zamerom je podporit Ziaka v tom, aby sa rieSenia Ulohy nevzdal este pred jeho
zaciatkom, a aby pristupoval k Ulohe sp6sobom a na uUrovni, ktord zodpovedd jeho veku a
individualnym schopnostiam. Tento zdmer sa netyka len situacii ndrodnych ¢i medzinarodnych
testovani ¢i Skolského preverovania, ale vo vSeobecnosti celého procesu matematického
vzdeldvania.

O poskytovani pomoci a podpory Ziakom v rdmci scaffoldingu uvazujeme v sulade s fazami
procesu rieSenia ulohy podla G. Polyu (Polya, 1957): porozumenie ulohy, navrhnutie pldnu
riesenia, realizacia pldnu a pohlad spdt. Tieto Styri fazy na seba nadvazuju, plynule
prechadzaju z jednej do druhej a su tiez vzajomne prepojené (Klerlein, Hervey, 2019).
Vynechanie niektorej z nich ¢i formdlne prevedenie rieSsenia moézu mat za nasledok
neporozumenie rieSeniu Ulohy ako celku. Prepojenie jednotlivych faz nie je podstatné len v
ramci jedného cyklu riedenia ulohy. Uvodnda faza, v ktorej sa Ziak oboznamuje s ulohou,
nadvazuje aj na jeho predchadzajluce matematické skisenosti. Porozumiet novej ulohe ¢asto
znamena vratit sa k uz rieSenym situaciam z inych dloh a vyuzit poznatky ziskané v minulosti
(Applebaum, Leikin, 2007). Otazky a pokyny, ktoré ucitel kladie v jednotlivych fazach, mézu
byt na rovnakom principe ako tie, ktoré Polya uvadza pre jednotlivé fazy riesitel'ského procesu
v Uvode svojej knihy, napr. (Polya, 1957, s. xvi-xvii). (Ich volne upravené varianty uvadzame pri
jednotlivych etapach riesitelského procesu v nasledujucom texte.)

Pred zadanim ulohy by sa mal ucitel uistit, Ze Ziak disponuje skisenostami s matematickymi
operaciami a riesitel'skymi postupmi (alebo aspon s niektorym z nich), ktoré budu pri rieseni
danej ulohy potrebné. Zaroven zvazi, ¢i Ziakovi nehrozi iny typ bariéry, ktord by mohla branit
jeho uspesnému postupu pri rieSeni tlohy. Vynimku predstavuju situacie, ked napriklad ucitel
zamerne vyuziva ulohu a jej rieSenie na modelovanie urcitej rieSitelskej stratégie.

Pri zadavani uloh je doleZité zohladnit ich kognitivnu naroc¢nost a Uroven vyzvy vzhladom na
kognitivhu vyspelost Ziaka ako rieSitela. Zadand uloha by nemala byt prili§ jednoduch3,
pretoZe v takom pripade nepredstavuje pre Ziaka podnet ani vyzvu a Ziak zotrvava vo svojej
komfortnej zéne; zaroven vsak nesmie byt ani prilis naro¢na, aby nevyvolavala frustraciu.

Ako ukazku moziného pouzitia scaffoldingu sme si zvolili Ulohu z externej ¢asti maturity
z matematiky z roku 2018 (uloha €. 10), ktorej stucastou je aj schéma na Obr. 1:
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,Jazdecky klub pldnuje vybudovat pri stajni ohradeny obdiZnikovy vybeh s ¢o
najvdcsou rozlohou. Pldn oplotenia vybehu je zndzorneny na obrdzku. Na
oplotenie (vyznacené hrubou c¢iarou) pouziju 200 metrov pletiva. Kolko metrov
Stvorcovych bude mat’ tento vybeh?“ (NIVAM, 2018a, str. 3)

Obr. 1: Obrdzok z ulohy z externej casti maturitnej skusky z matematiky (zdroj: NIVAM,
2018a, str. 3)

Tato otvorenad slovna uUloha je zaradend do tematického celku Funkcie a podla sledovanej
kognitivnej Grovne overuje schopnost transferu poznatkov. Uloha dosiahla obtaznost 64,8 %
a neriesenost 11 %. (NIVAM, 2018b)

Uvedenu ulohu vyuzivame pri priprave buducich ucitefov matematiky na ilustraciu réznych
rieSitelskych stratégii a ich implementdcie do vyu€ovania. Nase skusenosti ukazuju, Ze Studenti
Casto nevedia, ako sa do riesenia pustit (Ulohu neuvddzame ako aplikacnd pri téme kvadraticka
funkcia), alebo si vyhladaju na internete tvrdenie, Ze dlhsia strana vybehu musi byt
dvojnasobkom kratSej. Dovod tejto podmienky vSak nepoznaju; preberu ju len ako ,platny
fakt“. Takto ziskana informacia vSak nepodporuje porozumenie, ale vedie k formdlnemu a
povrchovému rieSeniu ulohy. (To, Ze danu slovnu uUlohu Studenti na vysokej Skole nevedia
vyriesit, pripisujeme prevazne teoretickému charakteru vysokoskolskej matematiky a akémusi
,odtrhnutiu sa“ od matematiky zdkladnej a strednej sSkoly.) V dalSom texte sa venujeme
rieSeniu Ulohy s ohfadom na uvedené Styri fazy rieSenia a moznost vyuZzitia scaffoldingu pri
rieseni.

Porozumenie ulohe

Pri zadavani ulohy sa uditel uisti, ¢i Ziak rozumie zadaniu Ciastkovo aj ako celku. Ak
porozumeniu brani nejasnost (napr. cudzie ¢i nezndme slovo), uditel zadanie ¢i jeho Casti
vysvetli. V pripadoch, ktoré nepredstavuju poruchy ¢itania (pri ktorych je potrebné pracovat s
textom S$pecifickym spdsobom), mdze ucitel vyuZit otazky podobné tym, ktoré G. Polya
formuloval v ramci heuristického rieSenia problémov, napriklad:

Co st zndme udaje? Co je nezndma? Akd je podmienka? Je mozné spinit podmienku? Je
podmienka postacujuca na uréenie nezndmej? Alebo je nedostatocna? Je nadbytocnd?
Alebo si protireciaca?

V mnohych matematickych ulohach je takmer nevyhnutné vizualizovat situdciu vystupujicu
v zadani uUlohy. Ucitel preto moze poskytnut Ziakovi pokyny typu: Nakresli obrdzok. Zaved
vhodné oznacenie. a takto ho posunut v rieseni.

’

V danej slovnej tlohe je zndmym Udajom di?ka oplotenia vybehu obdiznikového tvaru (200
metrov), ktora predstavuje jeho obvod (okrem jednej strany obdlznika). Az pri oznaceni a
zakresleni stran obdlZnika do nacértu (Obr. 2) si rieSitel mbéze uvedomit, Ze jedna strana
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obdiZnika je tvorend stenou stajne. Do obvodu sa zapo¢itavaju preto len tri strany obdiZnika,
resp. ich dizky (200 = y + x + y). Tento moment poukazuje na kltGcovy vyznam
vizualizacie situdcie zo zadania pri porozumeni Strukture ulohy. Nezndmou je obsah tohto
obdiznika. Podmienka vystupujtica v zadani hovori o tom, ze obdiznik ma byt ¢o najvacsi, teda
S =x -y = max. Je mozné diskutovat so Ziakom/Ziakmi, ¢i informacia o obvode a tato
podmienka su postacujuce alebo nedostatoéné na uréenie maximalneho obsahu obdiZnika,
resp. obsahu vo vieobecnosti, teda ako (a ¢i vobec) ovplyviiuje obvod Utvaru jeho obsah.

stajia

X

Obr. 2: Vlyznacené dlzky strdn vybehu (zdroj: viastny)
Navrhnutie planu rieSenia

V tejto etape ziak zvaZuje, aku stratégiu alebo kombindciu stratégii zvoli pri rieSeni ulohy.
Najprv predstavime experimentalny postup, zaloZzeny na systematickom skimani hodn6t a ich
vztahov. Nasledne uvadzame ,ocakavané” riesenie na urovni stredoskolskej matematiky,
ktoré sa opiera o vlastnosti kvadratickej funkcie. Pre Uplnost doplfiame aj dal$i postup
vyuzivajuci nastroje diferencidlneho poctu. Tento postup je uréeny Sstudentom strednych $kol,
ktori uz ovladaju zaklady vyssej matematiky a dokazu pracovat s derivaciami. Heuristicky
postup je naopak adresovany mladsim rieSitelom (8. — 9. ro¢nik zakladnej Skoly), ktorych
funkéné myslenie sa este len formuje. V tomto kontexte plni tlohu podpornej stratégie, ktora
umoznuje vstup do problému intuitivnou cestou. Zaroven je urceny aj tym Ziakom/riesitelom,
ktori zatial nedokdazu ulohu vyriesit ,,Skolskou” cestou, no prostrednictvom experimentovania
su schopni identifikovat kli¢ové vztahy a formulovat riesitel'ski hypotézu.

Z didaktického hladiska tento postup predstavuje formu lateralneho scaffoldingu, kedZe
ponuka alternativnu reprezentaciu problému, ktord podporuje rozvoj funkcionalneho
myslenia a pripravuje podu pre jeho formalne spracovanie.

Kli¢ovym konceptom ulohy a jej rieSenia pre vsetky stratégie je funkéna zavislost vyjadrena
dvoma vztahmi:

200=y+x+y
S=x-y =(200-2y) -y =—2y%+ 200y

Ocakavané rieSenie ulohy je zaloZzené na urceni suradnic vrchola paraboly kvadratickej funkcie

(fy=ax?+bx+c, a, b, c—redlne &isla, a #0).

3. Realizacia planu

V tejto etape postupuje Ziak po jednotlivych krokoch podla zvolenej jednej stratégie alebo ich
vhodnej kombinacie.
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Prva riesitelska stratégia je systematické experimentovanie. Postupujeme tak, Ze systematicky
sa vypidu dvojice &isel x, y predstavujicich rozmery obdiZnikového vybehu a zviazanych
podmienkou 200 = y + x + y. Hlada sa, pri ktorej dvojici x, y bude obsah obdiznika
najvacsi. Kedze tych moznosti je vela, je vhodné zacat odhadom (v naSom pripade to bude
dizka strany y ako nasobok desiatky) a neskér s overované spresnené hodnoty — Tab. 1.
Vidime, Ze obsah sa postupne zva¢Suje a maximum nadobuda pre y = 50 m, potom zase
symetricky klesa.

Samozrejme, ze dizka rozmerov x, y nemusi byt celociselnd, preto pre ,istotu” mézeme overit
aj desatinné hodnoty y (napr. 49,8 m, 49,9 m, 50,1 m, 50,2 m). Je zrejmé, Ze nie vidy mdze byt
Uloha takto ,Stastne” zostavena (prave s jednym rieSenim. Nevyhodou je aj ¢asova narocnost
tejto stratégie.

Tabulka 1: Systematické experimentovanie (zdroj: vlastny)

Dizka strany y (m) | Dizka strany x (x =200 —2y) (m) | Obsah obdiznika $ = x - y (m?)
10 180 1 800
20 160 3200
30 140 4200
40 120 4 800
50 100 5000
60 80 4 800
70 60 4200
80 40 3200
90 20 1 800
48 104 4992
49 102 4998
50 100 5000
51 98 4 998
52 96 4992

Ucitel mo6ze jednotlivé kroky pri rieseni kontrolovat a klast Ziakovi otazky:
,Vidis jasne, Ze krok je spravny? Vies dokadzat, Ze je spravny?“

Takisto je jasné, zZe v pripade potreby méze ucitel (i rovesnik) Ziakovi poskytovat navody pre
jednotlivé kroky.

Pri ,oCakdavanom” postupe Ziak pracuje so zostavenym predpisom pre kvadratickd funkciu. Pre

vypocet suradnic vrcholu kvadratickej funkcie f: y = ax? + bx + ¢ je mozné pouZit vzorec V =

2
[—%;C—Z—a] (v pripade nasej rieSenej ulohy je to funkcia S = — 2y? + 200y). Ak Ziak

nevie/nepamata si vzorec, ucitel ho moZe upozornit na symetriu grafu kvadratickej funkcie,
vdaka ¢comu prvu sdradnicu vrcholu je mozné urcit ako aritmeticky priemer prvych sdradnic
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priesecnikov grafu funkcie s vodorovnou osou (Obr. 3). Priesecnikmi su body so suradnicami
y1 =0, y2 = 100, vrchol paraboly ma teda prvu sdradnicu rovnu 50. Druhd suradnica vrcholu je
dopoditana ako funkénd hodnota S(50) = — 2y? + 200y = 5 000. Vo vrchole nadobuda funkcia
S svoju maximalnu hodnotu a to 5 000 m2. Tuto riesitelskd stratégiu mdzeme nazvat skolskd,
pretoZe sa opiera o poznatky ziskané na hodinach matematiky.

S[m?)
FAY
V
5000
0 A 100 > yim]

Obr. 3: Graf kvadratickej funkcie z ulohy (zdroj: viastny)

Pri dalsej stratégii vychadzame z rovnakého vyjadrenia obsahu obdiznika ako funkcie jednej
zo stran obdlZnika

S(y) = (200 — 2y) - y = —2y%+ 200y.

Je potrebné najst bod, v ktorom nadobuda S(y) svoje maximum. Extrém nadobuda funkcia v
bode, kde je jej prva derivacia nulova. Zderivovanim funkcie S(y) podla premennej y
dostaneme

S'(y) = —4y + 200.
PoloZenim prvej derivacie funkcie rovnu nule, ziskame
—4y + 200 = 0,
z ktorej vypocitame y = 50 m.

Druhou derivaciou funkcie S”'(y) = — 4, si overime, Ze naozaj funkcia S nadobuda v bode
y = 50 m lokdlne maximum. Pri dopocitani vypocitame, ze x = 100 m. Maximdlna vymera
vybehu bude teda 5 000 m?. Aj tdto stratégiu je mozné zaradit medzi skolské.

4. Pohlad spat

Stvrtd etapa rieitelského procesu predstavuje priestor pre reflexiu, evaluaciu a hladanie
alternativnych pristupov. Délezitu Ulohu tu zohrava reflexivny scaffolding, ktorého cielom je
podporit Ziakov pri hodnoteni vlastného riesenia, preverovani jeho stability a pri Uvahach o
moznych variantoch postupu (Srinivas & Gireesh, 2025).

Ucitel v tejto etape zhodnocuje doteraz dosiahnuté vysledky a ponuka podporné otazky typu:
,Funguje to, ¢o si vytvoril?”“, ¢im Ziakov vedie k tomu, aby sa na svoje rieSenie pozerali s
odstupom a kritickym nadhladom.
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Kli¢ovou poZiadavkou je, aby riesenie bolo skontrolovatelné a aby Ziak mal prileZitost
identifikovat a opravit pripadné chyby. Ucitel preto zistuje, ¢i Ziak dokaze vysvetlit svoj postup
a podnecuje ho na overovanie a evaluaciu prostrednictvom otazok:

»Ako si na to prisiel? Preco si myslis, Ze je to sprdvne rieSenie? Napis, ako si dospel k
vysledku a over si ho spdtnym vypoctom.“ Stucastou reflexie je aj analyza dosledkov:
,Co ste zistili? Ako sa menili premenné? Preco si myslite, Ze sa to dialo?”

Aj v pripade spravneho vysledku ucitel cielene podporuje diskusiu o alternativnych pristupoch.
Do hry tu vstupuje aj laterdlny scaffolding, ktory je predpokladom flexibilného ucenia.
UmozZnuje prispésobit podporu individudlnym potrebam Ziakov a tym zvySuje ich
angazovanost aj schopnost prenasat poznatky do novych situacii (Srinivas & Gireesh, 2025).
Pyta sa:

»Ako by bolo mozné realizovat riesenie inak? Mohol by byt ciel dosiahnuty pomocou
odlinych vypoc&tov alebo s mensim poctom prvkov? Co by sa stalo, keby sme zmenili
podmienky? Ako by si podobnu ulohu riesil nabuduce?“

Takéto otazky otvaraju priestor pre variabilitu, prevoditelnost stratégie a budovanie
rieSitelskej flexibility.

Sucastou Stvrtej etapy moZe byt aj opakovanie s obmenou, aby sa Ziak nesustredil len na
pasivne zopakovanie znameho postupu, ale aby dokazal riesenie vysvetlit, demonstrovat ci
modifikovat. Pri analyze rieSeni ucitel vyuZiva silu socialnej skupiny: porovndavanie vysledkov
a postupov v ramci triedy rozSiruje Ziakom obzor alternativ a sic¢asne vytvara priestor pre
interaktivny scaffolding (Srinivas & Gireesh, 2025).

Zhrnutie

Prispevok zhriuje klicové teoretické vychodiska scaffoldingu so zameranim na jeho rézne
formy, najma na laterdlny scaffolding, ktory sa javi ako perspektivny nastroj podpory Ziaka v
procese rieSenia matematickych uloh bez toho, aby narusal autonémiu riesitela.

Sucasne boli predstavené mozné aplikacie scaffoldingu v didaktickej praxi, ktoré poukazuju na
jeho flexibilitu a potencial diferencovat podporu v zavislosti od Urovne porozumenia Ci
rieSitelskej stratégie Ziakov.

Analyza vybranej Ulohy z externej ¢asti maturitnej skisky demonstrovala, ako by systematicky
koncipovany scaffolding mohol vstupovat do jednotlivych etap riesitel'ského procesu. Ukazali
sme, Ze cielene formulované podporné otazky a pokyny moziu napomoct Ziakovi pri
porozumeni Ulohe, tvorbe riesitelského planu, realizacii planu aj naslednej verifikacii vysledku
a ,poobhliadnuti sa“.

G. Polya vo svojej knihe uvadza (1957, s. 1):

LJednou z najdélezitejsich uloh ucitela je pomdhat svojim studentom. Tdto uloha nie je
celkom jednoduchd, vyZaduje si ¢as, prax, oddanost a zdravé zdsady.“

Pomoc ucitela musi byt premyslend. Vysledky naznacuju, Zze vyuzivanie scaffoldingu (vratane
laterdlneho scaffoldingu) predstavuje Géinny didakticky prostriedok, ktory moze podporovat
matematické myslenie, reflexiu a samostatnost Ziakov.

Zaroven sa otvara priestor pre dalsi vyskum zamerany na modelovanie Urovni podpory v
roznych fazach riesitelského procesu, ako aj na empirické overovanie ucinnosti jednotlivych
typov scaffoldingu v autentickych edukacnych situaciach.
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